
1 はじめに

数理物理アド ヴェント カレンダー 15(= dimR SU(4) = dimR SO(6))日目になり ます。 本

稿では、 Yang-Mills理論の非自明な古典解である instantonと 、 R.Penroseにより 導入

された twistor理論との関係について、 眺めていきたいと思います。

2 時空の対称性と表現論： 記法の確認

以下、 本稿内で使用する記法を、 対称性とその表現論の観点から整理しておきます。 基

本的には素粒子・ 弦理論で広く 用いられる記法に準じるので、 twistor理論における一

般的な記法とはいろいろ異なる事に注意してく ださい。

まずお馴染みの Pauli行列 τi（ ここで i = 1, 2, 3または i = x, y, z） は

τx :=

(
0 1

1 0

)
τy :=

(
0 −i
i 0

)
τz :=

(
1 0

0 −1

)
(1)

で与えられますね。 これらは su(2)代数の基底をなします。

次に z ∈ Cの複素共役を z∗ と書きます。 z̄ という記号も用いますが、 こちらは基本

的に独立な変数であり 、 文脈に応じて、 複素共役なものに制限するものを想定していま

す。 対応して、 群の表現Rの複素共役表現を R̄と書きます。 1

2.1 4次元Euclide空間に付随する対称性と複素時空

ここでは 4次元Euclide空間E = R4 を考えます。 すなわち正 “定数”計量 hが与えられ

ているとします。 特に自然な大域座標 (xµ)µ=1,2,3,4が与えられ、 それに付随する接束の

自然な基底が存在して、 hµν(x) = diag(1, 1, 1, 1)と行列表示可能です。

さて、 この空間には SO(4)が自然に作用しています。 さらにこの群作用はその上の

接束空間にも自然に作用します。 物理学における、 4次元Euclide空間上の場 (field)は、

この SO(4)の表現となっています。 しかしこれは少し不正確です。

ここで次の群同型

SO(4) ≃ (SU(2)× SU(2))/Z2 (2)

ただし Z2 := Z/2Z (作用は対角的)、 を思い出し 、 物理的な場は SO(4)の表現ではなく

(その普遍被覆群である） SU(2) × SU(2)の表現に属していると思う事にします。 つま

り 、 ２ つの SU(2)の表現、 物理の言葉で言う とスピンですが、 で表されます。 特に２ つ

の SUを区別する場合は、 SU(2)− × SU(2)+ と表します。

1R∗はベクト ル空間としての双対と混同する恐れがあるので本稿では用いません。 また zが四元数と

解釈できる場合、 z̄ は四元数共役になる事を意識した記法に基本なっています。
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さらに Euclide空間は実数体R上のベクト ル空間と見なせますが、 複素数体Cに拡

張した複素 Euclide空間C4 を考えます。 これを複素時空と呼び、 ここでは CMと書き

ますが、 今度は計量を保つ対称性

SO(4,C) ≃ (SL(2,C)× SL(2,C))/Z2 (3)

が姿を見せます。 2

特に、 この SO(4,C)に関する群同型 (3) を 、 その部分群であるコンパクト な実形

SO(4)に制限したものが、 上の (2)に他なり ません。 また対応して、 複素時空CMは実

4次元時空 E = R4に戻り 、 計量は diag(1, 1, 1, 1)で与えられます。

一方で、 この群同型を部分群 SO(3, 1)に制限する場合、

SO(3, 1) ≃ SL(2,C)/Z2 (4)

となり 3、 対応する計量は Lorentz型diag(1, 1, 1,−1)となり ます。 同様に部分群SO(2, 2)

の場合は、

SO(2, 2) ≃ (SL(2,R)× SL(2,R))/Z2 (5)

で、 対応する計量は双曲型またはKlein型 diag(1, 1,−1,−1)になり ます。 よって、 複素
時空を考察する事で、 任意の不定計量が統一的に扱える事が分かり ます。 4

様々な時空の計量が存在し、 いずれの計量でも数学的には同種の議論が可能ですが、

以降、 基本的には実 Euclide空間 Eまたは複素時空CMを考える事にします。

2.2 spinor表示

ここでは、 群同型 (2) SO(4) ≃ SU(2) × SU(2)の具体的な表示について見ていきます。

ここで得た表示はそのまま複素時空の場合 (3)にも拡張可能ですが、 Euclide時空で議

論するのが最も簡単であるため、 上記群同型を考察します。

Spin(4)のベクト ル表現を 4vとし、 その足 (基底を取った時の成分)を µ, ν, . . .と書き

ます。 一方で、 SU(2)の spin d−1
2
表現または d次元表現を dと表し、 SU(2)−×SU(2)+の

表現は (d1,d2)と表します。 5この時、 SU(2)−の足を α, β, . . .、 SU(2)+の足を α̇, β̇, . . .で

書き、 SU(2)±で変換される量を spinorと呼びます。 6 具体的な成分表示による SU(2)±
2Hermite計量を考えないので、 対称性は U(2)ではない事に注意してく ださい。
3付随する埋め込み写像 ι : SL(2,C)/Z2 → (SL(2,C) × SL(2,C))/Z2 は、 具体的には ι(g) := (g, g∗)

で与えられます。
4勿論、 各対応する実スライスに制限という操作自体は、 その上の幾何構造に様々な制限を課すため、

一般には非自明です。
5Z2 で割るという操作は、 d1 + d2 が偶数である、 という制限を課します。
6twistor理論の文脈では、 時空ベクト ルの足はアルファベッ ト 小文字 a, b, i, j, . . .、 spinor indexはア

ルファベット 大文字A,B, I, J, . . .または A′, B′, I ′, J ′, . . .、 内部自由度はギリ シャ文字 α, β, . . .で書かれ

る事が多いです。
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の作用は、

fα → Uα
βf

β f α̇ → U α̇
β̇
f β̇ (6)

で与えられます。 以降、 SU(2)+ も同様のものを採用するとして、 しばらく SU(2)−の

みに着目します。

2次元擬実表現

さて SU(2)の有限次元表現に関する重要な事実として、 2 ≃ 2̄があり 、 基本表現2は擬実

(psuedo-real)となっています。 2̄の成分表示を fαで書く ことにすると 、 上の事実 (表現

としての同型)は fα = ǫαβfβ を満たす可逆な ǫが存在する事を意味します (intertwining

作用素と呼ばれます)。 具体的な計算より その行列表示が ǫαβ = a

(
0 1

−1 0

)
(a ∈ C)

の形で与えられる事が分かり ますが、 本論では a = 1 と取る事にします。 なお、 逆作

用素 (成分表示は ǫαβ)で、 通常逆行列で与えるのが普通ですが、 ここでは慣習に従って

ǫαβ = ǫαβ と 、 逆行列のスカラ積 (−1)倍にとり ます。
ここで

fα = fβǫβα fα̇ = f β̇ǫβ̇α̇ (7)

fα = fβǫ
αβ f α̇ = fβ̇ǫ

α̇β̇ (8)

の関係式が成り立つ事に注意してく ださい。 これは足が複数ある場合、 すなわち 2と 2̄

複数個の tensor積表現に属する場合も同様で、 各 spinorの足 (成分)に着目してこの関

係を要請します。 また擬実性から来る

fαfα = 0 f α̇fα̇ = 0 (9)

という関係は非常に重要で、 後で何度も使います。

vector表現の spinor表示

以上で、 spinor表現に関する記法を定めましたので、 次に vector表現 4v との関係に

ついて見ていきましょ う 。 まず、 群同型 (2)より 誘導される表現の対応 4v ≃ (2,2)が

存在する事に注意してく ださい。 さらに 4v も (2,2)も線形表現であるので、 次の一般

化Clebsch-Gordan tensor(以降、 CG tensorと略)が存在します： Sαβ̇
µ. すなわち pµ を

4-vectorとすると 、 対応する spinor表示 pαβ̇が

pαβ̇ = Sαβ̇
µp

µ (10)

で与えられます。
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さて S : 4v → (2,2)とその複素共役 S∗ : 4̄v → (2̄, 2̄)に対し 、 4vが実表現である事

と 2が ǫ経由で 2̄と同値である事から 、 S = (ǫ ⊗ ǫ) ◦ S∗が成立するよう に S を選べま

す。 すなわち

(Sαβ̇
µ)

∗ = S µ

αβ̇
= ǫαγǫβ̇δ̇S

γδ̇
µ. (11)

Sαβ̇
µを、 µ毎に定まる、 αβ̇ を足とする独立な 2× 2行列だとみなすと、 1, iτx,y,zの 0で

ない実数倍が上の解候補となり ます。 特に det = 1のものを考えると、 ±1,±iτx,y,z とな
り ます。 なお実際の比例定数は後で固定します。

ここから独立な 4個を適当に並べればいいだけなのですが、 SO(4)の自由度から次

の 2通り のどちらかに変換可能である事が分かり ます：

(iτx, iτy, iτz, 1) (−iτx,−iτy,−iτz, 1). (12)

この２ つは SO(4)ではなく 、 O(4)の元で移り変わる事が分かるため、 いわゆる鏡映

変換 (パリ ティ 変換)の作用で移り 変わり ます。 言い換えると 、 SU(2)− と SU(2)+ を入

れ替える外部自己同形が存在し、 これは SO(4)を O(4)に埋め込んだ際の、 パリ ティ 変

換と見なせるわけです。 この事は後で出てく る self-dualと anti-self-dualを入れ替える

操作に対応しています。 実際に、 Hodge-star-作用素 ∗が空間反転で (−1)倍される事実
と対応しています。

なお、 他の不定計量の場合は、 対応する成分を ±i倍すれば得られます。

行列表示

ここまでで 4v ≃ (2,2)の具体的な対応が得られたわけですが、 行列計算により この対

応を見なおしてみましょ う 。

まだ比例定数分だけ決めていなかった CG tensorの normalizationを

Sαβ̇
µS

ν
αβ̇

= δ ν
µ (13)

を満たすよう に取り ましょ う 。 そして新たな記号

σ αα̇
µ := (−i~τ , 1) σ̄µ α̇α := (i~τ , 1) (14)

を導入します。 ここで、 1は 2 × 2の恒等行列、 µはベクト ルの成分 1, 2, 3, 4を走る添

字、 αα̇は左にあるものを行成分、 右にあるものを列成分とします。 σ̄の足が、 下付き

で順番も入れ替わっている理由については、 後で説明します。 またここで行列表示した

際に、 σ†
µ = σ̄µである事に注意します。 7 よって、

Sαα̇
µ =

1√
2
σ αα̇
µ (15)

7脚注 2で述べたよう に、 この２ つは u(2) と H との代数同型から 、 四元共役な関係と見なす事がで

きます。 なお以後述べる 4次元 instanton解の背後には、 四元数構造が実は存在します。 さらにはその

moduli空間に hyperKähler構造が存在する事の現れとも言えます。
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となり 、 これと (10)を用いて 4-vector xµの行列表示を

Xαα̇ := xµSαα̇
µ ∈ C2 ⊗C C2 ≃ Mat(2,C) (16)

とおく 事にします。 この節では、 行列である事を強調してこれを X と表す事にします。
8

再び群同型より SO(4)の元 U は、 (SU(2)× SU(2)) /Z2 の元 (UL, UR)で表せます。

(16)から分かるように、 4-vectorの変換x→ Uxは、 両側からの行列の作用X → ULXU
T
R

で表せます。

X̄ := X†に対しては、 X̄ → U∗
RX̄(U∗

L)
T である事から 、 (2̄, 2̄)に属します。 そして擬

実表現のところで述べたよう に、 intertwiner ǫを通して (2,2)と『表現として同型』 で

した。 実際に、

X̄α̇α = Xββ̇ǫβαǫβ̇α̇ = Xαα̇ (17)

という関係が成立します。 これから σ̄µ α̇α = (i~τ , 1)と定義すべき事が分かり ます。

高階表現の対応

これまで見てきたのは、 群同型 SO(4) ≃ (SU(2) × SU(2))/Z2のそれぞれ (非自明な表

現の中で） 最小な表現間の対応でした。 次に SO(4)の高階の表現を考えましょ う 。

先の行列表示が分かりやすいので、 まずはこちらで考えてみます。 ２ つの 4-vectorx, y

に対する行列表示をぞれぞれX, Y としましょ う 。 この時 Ȳ = Y † と定義されていた事

に注意して、 U ∈ SO(4)または (UL, UR) ∈ SU(2)− × SU(2)+の作用は、

XȲ → ULXȲ U
†
L (18)

となり 、 XȲ は SU(2)−の随伴表現と呼ばれる 3次元表現 (または spin-1 表現)である事

が期待できます。 より 正確には、 次に見るよう に自明表現も含んでいます。

まず、 x⊗ yから XȲ への基底変換に対応する CG tensorの成分表示は (σµ)
αα̇(σ̄ν)α̇β

と書けます。 表現論的には

4v ⊗R 4v ≃ (2⊗ 2,2⊗ 2) = (1⊕ 3,1⊕ 3) (19)

である事を思い出しましょ う 。 また α̇に関して和を取る事は、 SU(2)+に関しての自明

表現 (1次元表現1） あるいは singlet (spin-0表現)へ射影する操作に対応します。 よって

上記の CG tensor (σµ)
αα̇(σ̄ν)α̇βの像は、 SU(2)−×SU(2)+の表現 (1⊕3,1)に属します。

明らかに、 (1,1)に対応するのは、 行列表示が Tr
[
XȲ

]
、 CG tensorが (σµ)

αα̇(σ̄ν)α̇α

です。 さらに Tr
[
XȲ

]
= xµyµですから 、 SO(4)の表現としてもこれは自明表現 1v で

す。 よって、 ここからこの (1,1)を除く と (3,1)表現が得られます。
8左辺が実数 4つ分の自由度であるのに対し、 右辺が実数 8つ分の自由度があるよう に見えますが、 2

は擬実表現ですから 、 それぞれ半分で自由度はちゃんと一致しています。
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一方で、 SO(4)の表現に対し 、

4v ⊗ 4v ≃ 1v ⊕ Sym24v ⊕ ∧24v (20)

である事を思い出しましょ う 。 自明表現の対応は分かっていますが、 (3,1)は反対称表

現∧24v、 対称表現 Sym24vのどちらに属するのでしょ うか？表現の次元から Sym24vと

(3,3)が対応し、 ∧24v と (3,1)⊕ (1,3)が対応する事が分かり ますが、 せっかく なので

成分表示の観点から理解してみます。

上の CG tensor (σµ)
αα̇(σ̄ν)α̇β は、 2 ≃ 2̄より (σµ)

αα̇(σν)ββ̇ǫα̇β̇ と同じものです。 今、

SU(2)−の 3次元表現 (spin-1 表現) 3は αと βの入れ替えについて対称でなければなら

ない事 (そのような成分に射影している )、 α̇, β̇については反対称な ǫの存在から反対称

でなければならない事を用いると 、 µと νの入れ替えについて反対称でなければなり ま

せん。

以上の考察から 、 SO(4)の表現は、 (SU(2)× SU(2))/Z2の表現として

1v ←→ (1,1) (21)

∧24v ←→ (1,3)⊕ (3,1) (22)

Sym24v ←→ (3,3) (23)

という対応がある事が分かり ました。

高階表現のCG tensor

前節の議論を具体的な計算で押し進めます。 先の (σµ)
αα̇(σ̄ν)α̇βは4v⊗4v → (1,1)⊕(3,1)

という写像と見なせます。 これに対応した分解を

(σµ)
αα̇(σ̄ν)α̇β = hµνδ

α
β − 2i(σ̄µν)

α
β (24)

と定めると 、 σ̄µν : 4v ⊗ 4v → (3,1)は射影作用素と見なせます。 9

同様に 4v ⊗ 4v → (1,1)⊕ (1,3)は

(σµ)
αα̇(σ̄ν)β̇α = hµνδ

α̇
β̇
− 2i(σµν)

α̇
β̇

(25)

で σµν : 4v ⊗ 4v → (1,3)は、 σ̄µν に直交する射影作用素と見なせます。

ちなみに σµν と σ̄µν の行列表示は、

(2σ̄µν)
α
β =




µ \ ν 1 2 3 4

1 0 −τ3 τ2 τ1

2 τ3 0 −τ1 τ2

3 −τ2 τ1 0 τ3

4 −τ1 −τ2 −τ3 0




(2σµν)
α̇
β̇
=




µ \ ν 1 2 3 4

1 0 τ3 −τ2 τ1

2 −τ3 0 τ1 τ2

3 τ2 −τ1 0 τ3

4 −τ1 −τ2 −τ3 0




(26)
9より 正確には (3,1)⊕ (1,3)から自分自身の作用素と見なした時に、 射影作用素となっています。
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となり 、 確かに µ, νの入れ替えで反対称となっています。 ただし 、 行列表示 (25)にお

ける (σµν)
α̇
β̇
は、 β̇が行、 α̇が列に対応すると解釈し、 (σµν)

α̇
β̇
はその転置とみなします。

ここで Hermite行列X に対しては、 (XT )BA =: X B
A = ǫBDXC

DǫCA (A,B,C,Dは同一の

SU(2)の足)が成り 立つ事に注意してく ださい。

ところで、 su(2) ≃ R3は 3と表現としての同型がある事を思い出すと、 σµν を su(2)

の基底で展開する事が可能です。 この展開係数を ’t Hooftの η-symbolと呼び、 ηaµν と書

きます。 すなわち

(σµν)
α̇
β̇
=

3∑

a=1

ηaµν
(τa) α̇

β̇

2
(σ̄µν)

α
β =

3∑

a=1

η̄aµν
(τa)αβ

2
. (27)

ここで自己双対・ 反自己双対 (言葉の意味は後述の 3.1節参照)に関係する重要な関

係式

σa
µν =

1

2
ǫµνρκσ

ρκ,a σ̄a
µν = −1

2
ǫµνρκσ̄

ρκ,a (28)

ηaµν =
1

2
ǫµνρκη

ρκ,a η̄aµν = −1

2
ǫµνρκη̄

ρκ,a (29)

が成り 立つ事に注意しておきます。

最後になり ますが、 (22)の ∧24v ←→ (3,1)⊕ (1,3) の対応は、

1

2

[
(σµ)

α̇α(σν)ββ̇ − (σν)
α̇α(σµ)ββ̇

]
= −i

[
δαβ (σµν)

α̇
β̇
+ δα̇

β̇
(σ̄µν)

α
β

]
(30)

と書けます。 左辺は、 µ, νに関する反対称化となっているので、 これはまさしく ∧24v ≃
(3,1)⊕ (1,3)の CG tensorによる実現です。

2.3 4次元時空の複素構造・ 四元数構造

この節では、 時空の代数的性質に少し触れておきます。

複素構造

唐突ですが、 実 2次元平面 R2は、 複素平面 Cと同一視できる事を思い出しましょ う 。

同様に 4次元 Euclide空間 E = R4 も複素空間C2 と同一視が可能です。

同一視の詳細は 5.3節で見なおすとして、 ここでは、 次のよう な複素構造を考えて

みましょ う ：

xαα̇ =
1√
2

(
x4 − ix3 −ix1 − x2
−ix1 + x2 x4 + ix3

)
=

(
w̄ −z
z̄ w

)
. (31)

ここで xµ ∈ Rなので、 E = R4 ≃ C2 の座標としては、 z̄ = z∗と w̄ = w∗の複素共役

関係が存在します。 一方で、 先ほど考えた複素時空CM = C4の座標としては、 xµ ∈ C
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で、 いずれも正則な座標となり ます。 すなわち z̄ と z∗、 w̄と w∗はそれぞれ独立な関係

にあり ます。 10

また微分については、

∂α̇α =
1√
2

(
∂4 + i∂3 i∂1 + ∂2

i∂1 − ∂2 ∂4 − i∂3

)
=

(
∂w̄ ∂z̄

−∂z ∂w

)
. (32)

を用いるのが便利です。

ちなみに計量については、

gzz̄ = gz̄z = gww̄ = gw̄w = 1 (33)

otherwise = 0

となり ます。 微分形式については、 dx1 ∧ dx2 = 1

i
dz ∧ dz̄ と dx3 ∧ dx4 = 1

i
dw ∧ dw̄ よ

り 、 体積形式 dω4 :=
1
4!
ǫµνρκdx

µ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxκについて

dω4 = −dz ∧ dz̄ ∧ dw ∧ dw̄ = dz ∧ dw ∧ dz̄ ∧ dw̄ = dx11̇ ∧ dx21̇ ∧ dx12̇ ∧ dx22̇ (34)

が成立します。

四元数構造

やる気が出たら書きます。

3 ASD方程式

この節では、 今回解きたい方程式がどこから現れるか、 とそれに付随する位相的な性質

を述べ、 方程式を前節の spinor表示により 書き直します。

3.1 Hodge ∗-作用素による記述
P を向き付けられた (滑らかな )4次元Riemann多様体M 上の principlal G-bundleとし

ましょ う 。 特に、 M は 4次元 Euclide時空と考えて差し支えあり ません。 また Gは線

形 Lie群とします。 11 これは物理学の言葉では、 gauge群Gの (いわゆる場の古典論レ

ベルでの)Yang-Mills理論を考える事に他なり ません。 特に、 G = U(1)の時、 Maxwell

10不定計量を持つ Minkowski空間Mや Klein空間 (双曲空間)Uについては、 複素共役と異なる異なる

関係式が得られます。
11物理学の文脈に於いては、 Yang-Mills作用を下から boundするために、 対応する Lie代数 gは正定

値あるいは負定値計量を持つ必要があり 、 Gは compact群でなければなり ません。 ただし位相項のみ考

える場合、 すなわち位相的場の量子論を考察するような場合、 必ずしも Gが compactである必要はあり

ません。

8



理論、 G = SU(3)の時、 gluonだけが存在する “色力学”に相当します。 以降、 記号とし

て Aを接続あるいは gauge場とし、 F をその曲率あるいは電磁場 (テンソル)とします。

F は、 数学的には、 同伴束 adP := P ×ad gに値を取る微分形式

Ωk(adP ) := Γ(M ; adP ⊗C∞(M) ∧k(M)) (35)

の元となり ます。 局所的には、 すなわち連結かつ単連結なある開被覆 U(例えば極端な

例では R4)上では、 F ∈ Ω2(U)⊗K gとかけます。 これは F (を U に制限したもの)は 2-

形式と Lie代数の元のペアの和で与えられる事を意味しており 、 特に Lie代数の基底を

{T a}a=1,...,dim g、 U 上の局所座標を {xµ}µ=1,...,4 と定めると 、

F |U =

dim g∑

a=1

4∑

µ,ν=1

F a
µν(

1
2
dxµ ∧ dxν)(T a) (36)

と書けます。 通常、 素粒子物理学においてはこの記法が用いられることが多いです。 な

お、 これらの記法に馴染みのない方は、 以降、 微分形式が行列の各成分にいるとみなし

ても差し支えあり ません。

またこれ以降、 Lie代数の基底に関する添字 aが 2回以上現れる場合、 Einstein縮約

規則を適用するとものとして総和記号
∑
を省略します。

dA = d+Aは付随する共変 (外)微分、 その成分表示を DA
µ = Dµ = ∂µ +Aµ としま

す。 すると 、 [F ∧ ·] = D2
Aの関係にあり ます。 成分表示では

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + fabcAb
µA

c
ν (37)

ただし fabcは gの構造定数で [T a, T b] = fabcT c、 と表せます。

Ω2(adP )上の内積

さて、 この Ω2(adP )上には自然な “内積”(一般には複素数値に値を取り う る対称 2次形

式)が入り ます。

まず、 wedge積∧ : Ω2(M)×Ω2(M) −→ Ω4(M) と積分
∫
M

: Ω4(M) −→ Kを組み合

わせて、
∫

M

· ∧ · : Ω2(M)× Ω2(M) −→ K

∈ ∈

(ω1, ω2) 7−→
∫

M

ω1 ∧ ω2

(38)

という内積が定義されます。 ただし、 Mが non-compact多様体の場合、 この積分がwell-

definedになるよう な範囲に制限するとします。 これは物理学の言葉では、 無限遠での

境界条件を課す事に相当します。
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一方で、 Lie代数上の内積

〈, 〉 : g× g −→ K (39)

が定まっているとしましょう 。 例えばGが compact半単純Lie代数の時は、 Killing form

B(·, ·)を用いて、 正定値計量 〈, 〉 = − 1

2h∨
B (ここで h∨は dual Coxeter number)と定ま

り ます。

以降、 この２ つを組み合わせる事で、 α, β ∈ Ω2(adP )に対し 、 その上の内積を
∫

M

〈α∧, β〉 (40)

で表します。

この時、 Yang-Mills作用は

SYM [A] =
1

2

∫

M

〈F∧, ∗F 〉 = −1

2
F a
µνF

a µν (41)

で与えられます。 12

Hodge ∗-作用素による固有値分解と Yang-Mills作用の bound

さて M 上の 2-形式の空間 Λ2(M)では、 Hodge-∗-作用素による変換の下で閉じている
事、 かつ計量の正定値性より ∗2は恒等作用素に一致している事を使う と 、

Λ2(M) = Λ2
+(M)⊕ Λ2

−(M) ∗ Λ2
±(M) = (±1)Λ2

±(M) (42)

という直和直交分解が存在します。 対応して、 各点で 2形式と gに値を取る切断も

Ω2(adP ) = Ω2(adP )+ ⊕ Ω2(adP )−

∈ ∈ ∈

F = F+ + F−

(43)

と分解されます。

さて、 これ以降、 Gは compact簡約 Lie代数と仮定し、 (40)で積分を行わない内積

〈∧, 〉は正定値であるとしましょ う 。 この時、 Yang-Mills Lagrangian ( (41)の被積分-微

分形式)に対しこの分解を代入すると 、

〈F∧, ∗F 〉 = |F+|2 + |F−|2 ≥ 0 (44)

となるので、 SYM [A] ≥ 0である事が分かり ます。 ただしここで

|ω|2 := 〈ω∧, ∗ω〉 for ω ∈ Ω2(adP ) (45)

12T a は適当に正規化しています。
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と定義して、 Ω2(adP )のノ ルムを導入しました。 一方で、

〈F∧, F 〉 = |F+|2 − |F−|2 (46)

は正の値も負の値も取り得ます。 しかしながらこの量は、 vector bundleにおいて、 2nd

Chern classまたは 1st Potryagin classと呼ばれる量に対応しており 、 13

∫

M

〈F∧, F 〉 = 8π2k k ∈ Z (47)

が言えます。

さらに YM作用に関する BPS不等式

〈F∧, ∗F 〉 = 〈F∧, F 〉+ 2|F−|2 ≥ Tr [F ∧ F ] (48)

= −〈F∧, F 〉+ 2|F+|2 ≥ −Tr [F ∧ F ] (49)

に注意すると 、

1

8π2

∫

M

Tr [F ∧ ∗F ] ≥ |k| (50)

と下から抑えられます。 そして、 この等号が成立するのは、

F+ =
F + ∗F

2
= 0 (51)

または

F− =
F − ∗F

2
= 0 (52)

が成立する時のみに限り ます。 とり わけ、 |F+| = 0⇐⇒ k ≤ 0、 |F−| = 0⇐⇒ k ≥ 0で

す。 そして、 この極小解を与える (51)を反自己双対 (anti self-dual、 略して ASD)方程

式、 (52)を自己双対 (self-dual、 略して SD)方程式と呼びます。

この SD方程式を満たす解を 、 k-instanton解、 この ASD方程式を満たす解を 、 k-

anti-instanton解と呼びます。 なお、 この整数 kをこの instantonの instanton数と呼び

ます。

今、 Aの滑らかな微小変形に対し、 instanton数 (1st Pontryagn class)は不連続に変

化できません。 よって、 この instanton解は局所安定 (極小値解すなわち運動方程式の

解)です。

ちなみに E = R4の場合、 その無限遠境界は S3であり 、 instanton数 kはこの S3か

ら Gへの gauge変換関数の巻きつき数と解釈できます。 これは位相幾何学的には、 任

意の compact単純Lie群Gに対し、 π3(G) ∼ Z(ただし基準となる generatorは気にしな

い)である事実に対応しており 、 任意の compact単純 Lie群Gに対し 、 instanton解が

存在する事が期待されます。

※気が向いたら 、 細かい計算を書く かも
13正確には Gが U(1)-factor を持つ時は、 1st Chern classが現れます。 しかしこの場合も同様の議論

が成立します。
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U(1)の場合

π3(U(1))は自明群なので、 R4 上の (有限エネルギー)instanton解は存在しませんが、
14G = U(1)の場合に具体的な表式を確認しておく のは有益です。 これは

F0i = ±ǫijkFjk for i, j, k ∈ {1, 2, 3} (53)

で、 電場E と磁場Bで表現すると 、

Ei = ±Bi (54)

という表式を得ます。 よって、 局所的には (Euclide空間の意味での)エネルギー・ 運動

量の流れのない配位である事が分かり ます。 これは後で見るよう に、 SU(2)±の spin-1

表現として振る舞うので、 特殊な ‘偏光状態”にあるとも言えます。 15

3.2 spinorによる (反)自己双対条件の記述

今度は spinor基底表示の観点から SD/ASD方程式を捉えてみましょ う 。

曲率・ 電磁場の spinor表示を

F αα̇
ββ̇

:= Fµν(S
µ)α̇α(S̄ν)ββ̇ =

1

2

[
Fµν(σ

µ)α̇α(σ̄ν)ββ̇
]

(55)

で定義すると 、 (30)より 、

F αα̇
ββ̇

= δα̇
β̇
f̄α

β + δαβf
α̇
β̇

(56)

と分解されます。 ここで、

f̄ := − i
2
σ̄µνF

µν f := − i
2
σµνF

µν (57)

と定義しました。 なお、 全く 等価な

Fαα̇ββ̇ = ǫα̇β̇ f̄αβ + ǫαβfα̇β̇ (58)

14非可換時空上で考えると 、 UVカッ ト オフが入るので、 instantonが安定化して、 有限エネルギー解

が存在します。
15ややこしい事に、 Minkowski空間と Euclide空間で偏光の解釈が少し異なり 、 前者では２ つの spinor

が複素共役の関係にあるため、 “左回り ”と “右回り ”は 1つの既約な複素表現として振る舞います。 この

時の weight を helicity と呼んでいます。 一方で今考えている後者では、 独立な表現となり 、 “左回り ”と

“右回り ”の自由度も独立となっていますが、 これらも負または正の helicityがある (これは ∗の固有値に
対応)、 と言う事があり ます。
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という式を後で用います。 ついでに f と f̄ の行列表示も見ておく と 、

f̄α
β =

i

2
×




α \ β 1 2

1 (F43 + F12) (F41 + F23)− i(F42 + F31)

2 (F41 + F23) + i(F42 + F31) −(F43 + F12)


 (59)

f α̇
β̇

=
i

2
×




β̇ \ α̇ 1 2

1 (F43 − F12) (F41 − F23)− i(F42 − F31)

2 (F41 − F23) + i(F42 − F31) −(F43 − F12)


 (60)

で与えられます。

さて、 ASD方程式 (51)F = − ∗ F を成分表示すると 、

Fµν = −1

2
ǫµνρκF

ρκ (61)

ですから 、 ASD方程式の spinor表示は (1,3)成分が消える条件

f β̇
α̇ = 0 for α̇, β̇ = 1, 2 (62)

となり 、 (1,3)が自己双対パート となり ます。 これは (28)の関係式からも導けますが、

Fµν と違い、 σµν は自己双対な関係である事に注意してく ださい。 これは自己双対パー

ト と反自己双対パート が直交している事に対応します。

一方で、 (3,1)成分は反自己双対 (ASD)パート に対応し 、 SD方程式は

f̄β
α = 0 for α, β = 1, 2 (63)

です。

以上より 、 電磁場の ∗による固有値分解は、 固有値±1に対応して、 SU(2)±の 3表

現に属する事が分かり ました。

自己双対・ 反自己双対形式の基底と複素構造

まず Ω2(E)の基底として、

ω1
± := dx4 ∧ dx1 ∓ x2 ∧ dx3 = i(dz ∧ dw± − dz̄ ∧ dw∓) (64)

ω2
± := dx4 ∧ dx2 ∓ x3 ∧ dx1 = −dz± ∧ dw − dz∓ ∧ dw̄ (65)

ω3
± := dx4 ∧ dx3 ∓ x1 ∧ dx2 = i(±dz ∧ dz̄ + dw ∧ dw̄) (66)

が存在します。 ここで複素座標は、 (31)で定義されていますが、 z+ = z, z− = z̄ と

w+ = w,w− = w̄ という記号を導入しました。
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一方で、 表現論的に自然な基底も存在します。 行列表示 (31)から 、 z, wの成分 (正

則パート )は、 SU(2)+の基本表現 2に対する lowest weight (half-spinの down成分)に

対応する事が分かり ます。 よって、

+1 dz̄ ∧ dw̄ = iω1
+ − ω2

+

0 dz ∧ dz̄ + dw ∧ dw̄ = −iω3
+

−1 dz ∧ dw = −iω1
+ − ω2

+

(67)

は SU(2)+の 3次元表現 (3重項、 spin-1 表現)をなします。 前節で見たよう に、 これら

は Hodge ∗-作用素の作用の元で、 不変ですから

Ω+ ⊗ C = Ω2,0
︸︷︷︸

spin −1

⊕ Ω0,2
︸︷︷︸

spin +1

⊕CωKähler︸ ︷︷ ︸
spin 0

(68)

という分解が成立します。 ここで Ωp,q = Ωp,q(C2)は与えられた複素構造に関する (p, q)

型の微分形式、 ωKähler = ω3
+ ∈ Ω1,1は C2上の計量に付随する Kähler formです。

一方で反自己双対 2-形式については、 相補的な関係

Ω1,1 = Ω− ⊕ RωKähler (69)

が常に成立します。 この事実は、 後の 5.3節にて使います。

4 複素時空への拡張と twistor空間

この節以降、 いよいよ複素時空上に舞台を移します。 ここで注意すべきなのが、 F は

CM = C4上の微分形式へ正則に拡張されますが、 微分形式表示のASD方程式 (51)は、

その部分多様体である実時空上でのみ定義されるという点です。

一方で、 表現論的な分解∧24v ≃ (3,1)⊕(1,3)は SO(4)対称性を複素化した SO(4,C)

対称性に関しても成立するため、 (62)は常に有効です。

また時空の複素化に伴い、 gauge群についても注意を払う必要があり ます。 Rn上の

(定数でない)関数 f(x)を、 Cn上の正則関数に拡張しようすると 、 Cauchy-Riemann方

程式より f(x)は必ず実数でない複素数に値を取らねばなり ません。 コンパクト Lie群

というのは、 対応する複素化Lie群のコンパクト 実形になっており 、 16 同様の議論から

gauge群も複素化する必要がある事が分かり ます。 17

16これらの Lie代数の行列表示の Hermite性は、 実数が、 複素数における複素共役写像の固定点集合

である事実の拡張と捉えられる、 という視点でも構いません。
17ただし Cn の定数関数が許されるよう に、 gauge変換が定数の場合、 すなわち大域対称性の場合は、

この限り ではあり ません。
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4.1 複素電磁場の計測と平坦条件

複素磁場中の複素電磁場を “計測”する事を考えましょ う 。 そのためには、 ある曲面を

用意して、 そこを貫く 電磁場を測定する事を考えれば良さそうですが、 ここでは平坦な

曲面、 すなわち平面のみ考えます。 ただし 、 今は ASD方程式を満たす電磁場だけ考え

ているので、 磁場のみ計測すれば十分でしょ う 。

よって、 曲率・ 電磁場F を CMの複素 2次元平面N に射影する事を考えます。 平面

N は２ つの複素ベクト ル k, ℓ ∈ C4で張られる (N = 〈k, ℓ〉)としましょ う 。 今は平坦空
間を考えているので、 これは定数ベクト ル場 k, ℓ ∈ Γ(N, TN)を生成します。 数学的に

は、 曲率・ 電磁場は Ω2(adP )の元であったので、

F (k, ℓ) = ιℓιkF ∈ Ω0(adP |N) = Γ(N, adP |N) (70)

が求めるものとなり ます。

これは成分で書き下すと

F |N = kµℓνFµν = kαα̇ℓββ̇(ǫα̇β̇ f̄αβ + ǫαβfα̇β̇
=0

) = (kαα̇ℓββ̇ǫα̇β̇)f̄αβ. (71)

途中で、 ADS方程式 (62)を用いました。

これで k, ℓを張る任意の平面を貫く 複素電磁場 (面積は k, ℓから定まり ます） を計測

する事ができました。

電磁場の通らない平面： 平坦条件

さて、 この計測した電磁場が 0となるのはどのよう な平面を選んだ時でしょ う か？

F |N = 0 ⇐⇒ kαα̇ℓββ̇ǫα̇β̇ = 0 for ∀α, β = 1, 2 (72)

行列の掛け算とみなすと 、 一般性を失う ことなく 、 det(k) = 0とおけます。 このよ

う な 4-ベクト ルは nullである と言います。 18よって、 kは階数 1の行列となるので、 あ

る λα と λ̃α̇が non-zeroの関数倍を除いて一意に存在して、

kαα̇ = λαλ̃α̇ (73)

と分解できます。 これを再び (72)に代入すると 、

ℓββ̇λ̃β̇ = 0 (74)

18一般に (付随する 2次形式が単位行列となるよう な)複素ベクト ル空間 Cn のベクト ル z に対し 、 zi

をベクト ルの成分として、 null条件
n∑

i=1

(zi)
2 = 0 を満たすベクト ルを nullベクト ルと呼びます。
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が β = 1, 2について成立します。 よって、 やはり λは行列として det ℓ = 0を満たすの

で k と同様の分解が得られます。 特に、 (74)より 、

ℓββ̇ = νβλ̃β̇ (75)

と分解できます。 ここで気になるのが、 k と ℓをベクト ルして線形独立に取れるか、 と

いう点ですが、 λ 6∝ νであれば、 k と ℓは独立である事が分かり ます。

もう少し k, ℓについて見てみます。

0 = det(k) =
1

2
kµk

µ (76)

より 、 k, ℓは null-vectorである事が分かり ます。

注意すべきなのが、 null条件は、 一般に線形演算で閉じていませんが、 (73)と (75)

より 、 k, ℓ任意のの線形和は null-vectorである事が分かり ます。 よって、 k と ℓの張る

平面は、 任意の接ベクト ルが nullである事が分かり ました。 一般に任意の接ベクト ル

が nullとなる n次元平面を null n-plane呼びます。

以上より 、 ASD方程式の任意の複素電磁場解に対し、 複素磁場が貫通していないよ

うな平面は、 その任意の接ベクト ルが SU(2)+に関して共通の spinorを持つ null 2-plane

である、 という事が言えました。 以降、 この null 2-planeを α-planeと呼びます。

実はこの主張の逆をたどる事は可能であり 、 このような任意の α-planeに対して、 複

素磁場が貫通していないよう な複素電磁場解は ASD方程式を満たす事が言えます。

Pを α-planeのなす集合とします。 この時、

F ∈ Ω2
−(adP )⇐⇒ F |Z̃ = 0 for ∀Z̃ ∈ P. (77)

Remark

null 4-vectorの spinor分解 (73)において、 λ, λ̃は、 次の C∗ = GL(1,C)作用の自由度

が存在します：

(λ, λ̃) −→ (cλ, c−1λ̃) for c ∈ C∗. (78)

これは helicityを chargeとする、 GL(1,C)の gauge変換と見なせます。

4.2 平坦可積分条件としてのASD方程式

さらに ASD方程式を書きなおしてみます。 (71)、 (73)、 (75)より 、 任意の λ̃ 6= 0に対

して、

λ̃α̇λ̃β̇fα̇β̇ = 0 (79)
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が成り 立ちます。

特に ζ :=
λ̃2̇

λ̃1̇
= − λ̃1̇

λ̃2̇
∈ C ⊔ {∞} = CP1 とおく と 、

ζ2f1̇1̇ − ζ(f1̇2̇ + f2̇1̇) + f2̇2̇ = 0 (80)

となり ます。

さらに f と f̄ の spinor表示 (60) と CMの正則座標 (31) を用いると 、

f1̇1̇ = Fz̄w̄ f1̇2̇ =
1
2
(Fww̄ + Fzz̄) f2̇2̇ = Fzw (81)

f̄11 = −Fzw̄ f̄12 =
1
2
(Fww̄ − Fzz̄) f̄22 = −Fz̄w (82)

が分かり ます。 最後に曲率・ 電磁場の共変微分表示 F = d2A またはその成分表示 Fµν =

[Dµ, Dν ]を用いると 、

[Dz̄ + ζDw, Dw̄ − ζDz] = 0 (83)

という シンプルな表示が得られます。 すなわち、 ASD方程式は ζ ∈ CP1でパラメ ト ラ

イズされた２ つの共変微分の可換条件とも同値です。

平坦条件と α-plane

実は (やっている事は全く 等価ですが)もう少し簡単な導出があり ます。 α-plane方向の

共変微分を考えましょ う 。 すなわち k をその接ベクト ルとして、

kµDµ = λαλ̃α̇Dα̇α =: λαDα (84)

として定義されます。 これを複素座標の共変微分で書き直すと 、

Dα=1 = λ̃1̇ [Dw̄ − ζDz] (85)

Dα=2 = λ̃1̇ [Dz̄ + ζDw] (86)

ですから 、 (83)は

[Dα=1, Dα=2] = 0 (87)

です。 すなわち α-planeに沿った共変微分の可換条件です。 これは F を反自己双対部分

へ制限しても、 ある共変微分Dαが存在して、 その交換子でかける事を意味しています。

一般化反自己双対階層

啓示を受けたら書きます。
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4.3 twistor空間

ここでは CM内に α-planeのなす空間について考えてみます。

(4.1)節での議論から 、 α-planeの向き、 すなわちその上の適当な点 pにおける null

な接平面 TpN ⊂ TCMの選び方は、 λ̃で定まり ます。 19 言い換えると 、 ２ つの α-plane

が与えられた時、 そこに付随する λ̃が (複素定数除き )一致していれば、 平行である事

が言えます。 この接平面に “直交”する方向における位置を決めれば、 α-planeが一意に

指定できる事が期待されます。

そのために α-plane上の任意の 2点 x1、 x2 を選んできます。 すると 4次元複素ベク

ト ルとしての差 x1−x2は、 前節で選んだ kと ℓで張られるベクト ルなので k, ℓの spinor

による分解 (73)と (75)を思い出すと 、 ある λα ∈ C2が存在して

xαα̇1 − xαα̇2 = λαλ̃α̇ (88)

を満たします。 よって、 λ̃α̇λ̃α̇ = 0より

xαα̇1 λ̃α̇ = xαα̇2 λ̃α̇ (89)

ですから 、

µα := xαα̇λ̃α̇ (90)

で定義される量は、 同一の α-plane上の点 xの選び方に依存しない事が分かり ます。

実際にこの µβ を 、 α-planeに沿って微分してみましょ う 。 すると

∂αµ
β = λ̃α̇∂αα̇x

ββ̇λ̃β̇ = δ β
α λ̃

α̇λ̃α̇ = 0 (91)

で消えます。 µβ が α-plane方向の微分で変わらない、 α-平面上定数である事から 、 α-

planeに直交した座標と解釈できる事と consistentと言えます。

以上、 この (µα, λ̃α̇) ∈ C4のなす空間を twistor空間と呼びます。

逆に、 λ̃ 6= 0 ∈ C2 と µ ∈ C2 を選んでく れば、 方程式 (90)の解は平面をなし 、 明ら

かに α-planeになる事が分かり ます。 より 正確には、 c ∈ C∗ に対し 、 (λ̃, µ)と (cλ̃, cµ)

は同じ α-planeを与えるため、 この C∗作用の分だけ同一視を行う必要があり ます。

まとめると 、 α-planeのなす空間 Pは、 (µ, λ̃) ∈ C4を C∗で割った複素 3次元射影空

間の λ 6= 0を満たす部分空間に他なり ません。 すなわち

P = {[(µ, λ̃)] ∈ CP3 | λ̃ 6= 0 ∈ C2}. (92)

この Pを複素時空CMの projective twistor spaceと呼びます。

19本稿で、 α-planeの “向き ”と言った際は、 α-plane上の向き構造ではなく 、 TpCM = TpNoplusNpN

の分解方向の意味で用います。
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Figure 1: α-planeの方向を決めるペラメータ λ̃ (左)と位置を決めるパラメータ µ (右)

4.4 複素時空のコンパクト 化

(92)を眺めてみると 、 λ̃ = 0かつ µ 6= 0の “点”(射影直線をなす)を追加すれば、 複素

射影空間CP3に拡張されます。 これは何を意味するのでしょ う か？

これは µと λ̃の関係式 (90) を眺めてみると一目瞭然です。 λ̃ = 0で µが有限の値の

時、 xの幾つかの成分は∞になっています。 すなわち、 形式的には、 時空CMの無限

遠 “点”で成立する関係式です。 これを加えるという のは、 複素時空のコンパクト 化に

他なり ません。

また時空の無限遠 “点”はもうひとつ解釈があり ます。 それは、 ２ つの平行な α-plane

の交点としての役割です。 無限遠にあるのは、 点ではなく µαで指定される射影直線で

ある事を思い出しますと 、 2つの平行な α-plane間の相対方向を変えると 、 無限遠で交

差する点も異なるものになる、 と解釈できます。

以下、 無限遠を加えた複素時空を CMとかきますが、 その幾何学的な詳細は 5.2節

で述べる事にします。

5 幾何学的視点に基づく twistor空間

前節で述べた話を、 より幾何学的な視点から眺め、 幾つかの関係を導出しておきましょう 。

5.1 Klein-Penrose対応

複素時空CM内の α-planeをパラメ ト ライズする空間として、 projective twistor空間を

導入しました。 すなわち PTの点 Z は、 時空 CMの部分多様体を与えます。 これを Z̃

と書く 事にします。 今度は逆に、 時空の一点 xから PTの領域への写像を定義してみま

しょ う 。 これは xを通る α-平面全体の集合で定義するのが自然でしょ う 。

(90)より 、 CMと Pの間の関係は
(
µ1

µ2

)
=

(
x11̇ x12̇

x21̇ x22̇

)(
λ̃1̇
λ̃2̇

)
= λ̃2̇

(
−ζw̄ − z
−ζz̄ + w

)
(93)
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で与えられますが、 この式から x ∈ CMと λ̃ ∈ CP1が決まると 、 µは一意に定まり ま

す。 よって、 複素時空の点 xに対応する P内の部分多様体を x̂と表すと、 これはCP1に

正則同型です。

とり わけ

π : P ∋ [(µα, λ̃α̇)] 7−→ [λ̃α̇] ∈ CP1 (94)

という 射影が得られますが、 これより Pは CP1上の C2-fibration とみなせます。 この

時、 x̂は CP1上の各点 λ̃に対し 、 Cの点 µを １ つ定めるので、 この fibrationの切断を

定めると思う事ができます。 まとめると 、 複素時空 CMとは、 Pの CP1 と正則同型な

切断をパラメ ト ライズする空間である事が言えます。

複素時空CPとその twistor空間Pの間には、 以下のKlein-Penrose対応があり ます：

CM ⊃ Z̃ ⇐⇒ Z ∈ P

∈ ∋
CM ∋ x ⇐⇒ x̂ ⊂ P.

(95)

ここで Z̃は CMの α-plane、 x̂は π : P→ CP1の正則切断です。

Q̃

R̃

xQR

CM

Klein-Penrose

π

x̂QR

Q

R

µ

λ̃

P

CP1

Figure 2: 複素時空CMと twistor空間 Pの間の対応。 CMの点 xを通る２ つの α-plane

は、 x̂上の点になっています。 また x̂は、 π : C2 →֒ P→ CP1のファイバーと横断的に

交差しています。

ここで後で用いる重要な性質を紹介します。

Pの異なる 2点Q, Rを取り 、 その各 α-planeの共通部分を考えてみます。

これは対応する spinor基底表示を [(µQ, λ̃Q)]、 [(µR, λ̃R)] とおく と 、 µQ = Xλ̃Q と

µR = Xλ̃R のX に関する解集合を求める問題に他なり ません。 そのために次の２ 通り

のパターンに分けましょ う ：
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• (i) λ̃Q 6∝ λ̃Rの時、 この２ つの spinorを並べて作られる行列 (λ̃Qλ̃R) =: Λは階数

2となり 、 逆行列が存在するので X = (µQµR)Λ
−1となり 、 対応する交差集合はた

だ１ つの交点から成り ます。

• (ii). λ̃Q = ∃cλ̃R(ただし c ∈ C∗)の時は、 µQ = cµRすなわち Q = Rの時に限られ

ます。

ここで２ つの α平面の交差集合は、 存在するとしたら 1点のみからなり ます。 これを

xQR と定義します。 (Fig. 2参照。 )

double fibration

さて、 複素時空を α-planeで分解 (2次元葉層構造を与える、 と言います)する事を考

えましょ う 。 同じ向き (共通の λ̃)の α-planeは、 CM内で交差しませんから 、 λ̃を固定

して、

CM =
⋃

µ

˜
[(µ, λ̃)] (96)

と α-planeで分解 (スライスチーズ)できます。 20

一方で、 Pは、

P =
⋃

[λ̃]

π−1(λ̃) (97)

と 、 各点の fiberの集まり (スパゲッティ の束)とみなせます。

よって、 CMの異なる向きのスライスを束ねた空間

F :=
⋃

[λ̃]

⋃

µ

˜
[(µ, λ̃)] =

⋃

Z∈P

Z̃ (98)

は、 P 上の fibrationとみなせ、 各点のファイバーは α-planeと同一視出来ます。 これは

[µ, λ̃] ∈ Pを通る、 π : P→ CP1の切断をパラメ ト ライズしていますから 、

F =
⋃

x∈CM

x̂ (99)

でもあり ます。 これより 、 CMと Pを対称扱った親玉の空間 F(チーズスパゲッティ )が

出現しました。

これより 、 Fig. 3のよう な double fibrationの構造を得ます： ここで、 ηは α-plane

または正則切断の “向き ”を忘れる写像、 τ は α-planeの “向き ”または Pのベース方向

(CP1)を忘れる写像とします。
20いかにも可積分臭がしますね。
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F

P CM

η τ

Figure 3: CMと Pの親玉空間 F は、 ２ つの fibration η : F → Pと τ : F → CMを与

える。

この射影写像を用いて、 複素時空CM = C4の領域U に対応する Pの領域 η(τ−1(U))

を Û と表し 、 逆に P上の領域W に対し 、 対応する複素時空内の部分多様体を W̃ と表

します。 これは U = {x}と W = {Z}とそれぞれ 1点集合を選んだ場合の記法をそのま

ま援用したものになっています。

無限遠領域を加えた場合

4.4節でみたよう に、 P = CP3の場合、 CMは CMに置き変わり ました。 実は CMは 4

次元複素時空内に存在する複素 2次元平面のなすGrassmann多様体Gr(2,C4)で記述さ

れます。 この記述は、 次節で述べるよう な自然な拡張を持ちます。

5.2 Lie群による Klein対応の記述

前節で述べた Klein対応のほとんど多く の例は、 Lie群とその等質空間で記述可能であ

る事が知られています。 これは、 Lie群Gとその部分群H と K(Gへの埋め込み方情報

含む)の 3つ組で、 Fig.fig:Lie group generalization of Klein-Penrose correspondenceの

よう な double fibrationが存在します。

G/(H ∩K)

G/H G/K

η τ

Figure 4: Lie群・ 等質空間による twistor空間・ Klein対応の一般化

前節の最後に扱った、 無限遠を付け加えた例は

G = U(4) H = U(1)× U(3) K = U(2)× U(2) (100)

で実現されます。 実際、 この時の各等質空間は、 H∩K = U(2)×U(1)×U(1)に注意して、
それぞれ複素射影多様体G/H ≃ CP3、 複素Grassmann多様体G/K ≃ Gr(2, 4) = CM、

複素旗多様体G/(H ∩K) ≃ F (1, 2, 4) になり ます。 21

21正確には、 射影多様体も Grassmann多様体も旗多様体の一種ですが。
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さらにその一つの実形を考えてみましょ う 。 すなわち

G = Sp(2) K = Sp(1)× Sp(1) H = U(1)× Sp(1) ⊂ K (101)

に取り ます。 一方で、 等質空間は、

G/K = Sp(2)/(Sp(1)× Sp(1)) ≃ S4 (102)

G/H = Sp(2)/(U(1)× Sp(1)) ≃ CP3 (103)

G/(H ∩K) = G/K ≃ CP3 (104)

となり ます。 注目すべきなのは、 この例では、 ηが恒等写像となっている事です。 これはS4

の null vectorが自明なものしか存在しない事に対応しています。 また τは Sp(1)→ U(1)

と実質同じであり 、 ファイバーは Sp(1)/U(1) ≃ SU(2)/U(1) ≃ CP1です。 このファイ

バーの数学的意味は次節で述べます。

せっかく なのでもう １ 個の実形射影についても考えてみましょ う 。 ここでは G =

SO(4)、 K = SO(2)× SO(2)、 H = SO(3)となり ます。 等質空間はG/H = S3、 G/K =

S2 × S2、 G/(H ∩K) = S3 × S2 になり ます。 τ は Hopf-fibration S1 →֒ S3 → S2 を含

みます。

5.3 twistor空間の数学的解釈

先に τ : F = P = CP3 → S4 という写像を考え、 そのファイバーが CP1である事を見ま

した。 この数学的意味について考えてます。

元々ファイバーは (Sp(1)× Sp(1))/(U(1)× Sp(1))であった事と 、 Sp(1) = SU(2) ∼
SO(3) 22 を思い出すと 、

SO(4)/U(2) ∼ SO(4)/(SO(2)× SO(3)) = CP1 (105)

とも書けます。

さて、 SO(4)を SO(2)× SO(3)で割る、 というのはどういう事でしょ う か？ これは

R4の中から 1つの単位ベクト ルを選び (SO(4)/SO(3)を得る操作)、 次にそれに直交す

る R3からまた 1つの単位ベクト ルを選ぶ操作 (さらに SO(2)で割る操作) になり ます。

この解釈をもう少し押し進めてみましょ う 。 そのために R4上の複素構造について考

えてみます。 複素構造は、 実軸と虚軸の各ペアを定める、 あるいは各複素平面のとり方

に他なり ません。 例えば (16)では、 x1軸と x2軸、 x3軸と x4軸がそれぞれペアになっ

て、 複素平面 z と wを作り 出していました。

4つの軸 (R4の単位ベクト ル)からある 1つの軸 (例えば x4)を選びます。 するとこ

の軸とペアを組む軸が R3の単位ベクト ル u ∈ S2 を選ぶ事で、 複素数が定義されます。

22ここでの ∼は up to covering を意味。
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残る 2軸については、 複素平面の組み方は (向きを除いて )一意に定まるので、 R4の複

素構造は S2でパラメ ト ライズされます。

よって、 今回扱う twistor空間 Pとは、 元の空間とその上の複素構造の選び方を定

める集まり に他なり ません。

α-planeと複素構造

複素時空CMまたは Euclide時空 E = R4に戻り ましょ う 。 先の議論から α-planeの向

きの選択は、 複素構造の選択と関わりがある事が示唆されました。 これを具体的に見て

みます。

(83)、 (91) とを思い出すと 、 µαの正則関数 f を考えると 、

∂αµ
α (106)

が成り 立ちますから 、 ∂αは反正則座標による微分と見なせます。

ところで、 対応する共変微分Dαは (93) より 、 Aが ASD方程式の解であるならば

可換でした。

これは方程式

Dαf(µ, µ̄) = 0 (107)

が局所的に解け、 G = GL(N,C)の時は、 N 個独立な、 µαの正則関数が存在する事を

意味しています。 よって、 ASD方程式は、 P上の正則ベクト ルと関わりがある事が分か

り ました。 次の節で、 実際に 1対 1写像を構成していきます。

6 Penrose-Ward対応

さて、 いよいよ本稿の重要な事実である、 非線形微分方程式である ASD方程式の解と、

対応する射影 twistor空間上の正則ベクト ル束の間に 1対 1対応がある事がある事を示

します。 なお、 ここでも複素時空上で考える事に留意してく ださい。

6.1 反自己双対接続・ gauge場から正則ベクト ル束を構成へ

正則ベクト ル束は次のデータから構成される事を思い出しましょ う 。

• 開被覆とその上の (正則な） 局所自明化

• ２ つの開被覆に対し 、 正則な変換関数。 ただし変換関数は cocycle条件を満たす

まずは ASD方程式 51の解が与えられた時に、 P上の正則ベクト ル束が構成できる

事を見ていきます。
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開被覆の定義

まず P上には、 Pでパラメ ト ライズされる自然な開被覆が定義できる事を示します。 P

の点Qに対し 、 Pの部分集合を

WQ := {Z ∈ P | Q̃ ∩ Z̃ = 6= φ, Z 6= Q} (108)

で定めましょ う 。 ここで２ つの α-planeQ̃, R̃の交差集合は、 存在するとしたら 1点 xQZ

のみからなる事を思い出しましょ う 。

WQが (連結かつ単連結な )開集合である事は、 Q /∈ WQである事に注意すると 、

WQ = {[(µ, λ̃)] ∈ C2 × CP1 | [λ̃] 6= [λ̃Q] in CP1} ≃ C2 × C = C3 (109)

となり 、 C3に同型な事から従います。

Remark

上の対応から WQ = WR ⇐⇒ π(Q) = π(R) が成り 立ち、 開被覆としては Pではなく

CP1でパラメ ト ライズされる事が分かり ます。 23 要するに、 WP は P を通るファイバー

π−1(π(P ))を Pから取り除いたものに過ぎません。 これはベースの CP1から見ると 、 P

を無限遠点と思って取り 除き、 複素平面を得たとも言えます。

なお、 この開被覆は代数幾何で Zariski位相と呼ばれているものと同じであり 、 Haus-

dorff空間ですらあり ません。 しかし開被覆に物理的な意味があるわけではないので、 そ

う いった事は気にせず、 ベクト ル束を記述する道具と割り 切る事にします。

P上のベクト ル空間の割り当て

今、 ベクト ル束を構成したいので、 Pの各点Zにベクト ル空間を割り当てましょ う 。 こ

れは複素時空の α-planeZ̃ に対し 、 ベクト ル空間を割り 当てられる事と等価です。

Z̃上では (83)が定義されていましたが、 前節の複素構造の議論を思い出すと、 Frobe-

niusの可積分性定理より

Dαψ = 0 for α = 1, 2 (110)

の独立な N 個の解が Z̃上で定義されます。 この解空間は階数N の µα = xαα̇λ̃α̇に関し

て正則なベクト ル空間をなします。

ベクト ル空間が解空間KerDλ̃
αとして定義されたわけですが、 微分方程式は 1階の系

でしたので、 1点での初期値を定めれば、 後は Z̃上で一意に定まる事が期待されます。

実際に 1点でのベクト ル空間から 、 解空間への同型が存在します。 WQ上での自明化を

23しかし実は後で見るよう に、 その上の自明化まで考えると 、 こちらは Pでパラメ ト ライズされる事

が分かり ます。
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選べば、 この同型は固定されているはずです。 ではどの点を選んでく るのが良いでしょ

う か？

答えは簡単で、 Z inWQの時、 π(Q) 6= π(Z)で異なるファイバーにいるので、 Z と

Qを通る切断 x̂QZ あるいは対応する時空の点 xQZ = Q̃ ∩ Z̃が存在します。 よって、 こ
の点でのベクト ルの値 ψ(xQR)を取ってく れば良い事が期待されます。 24

変換関数の割り当て

WQから WRへの変換関数を GE
RQ と書きましょ う 。 これはWQ ∩WR上の関数です。 さ

て、 その上の点Z上ではN ×N の正則行列となり ます。 これを定めましょ う 。
まず xQZ から xRZ への Z̃上に沿ったパスを γZRQ と書きます。 Z̃ ≃ C2ですので、 異

なるパスを取ったとしても連続変形で互いに移り変わり ます。 すなわち、 この連続変形

の同一視で割ったパスの homotopy類は自明となり 、 代表元を [γZRQ]と表します。 この

時、 xQZ から xRZ への gauge場Aによる holonomy

WγZ
RQ

[A] := P exp

[∫

γZ
RQ

A

]
(111)

が定まり ます。

ここで P は path-orderingと呼ばれる操作を表す記号ですが、 ここでは定義しませ

ん。 代わり に 2次元平面上の微分方程式

DAW (x) =

(
∂

∂x
− A(x)

)
W (x) W (x∗) = 1G (112)

を考えます。 ただし 、 ここで A(x)W (x)は Gの gへの右作用です。 また対応する電磁

場／曲率は 0である事に注意すると 、 これは (局所的な )解が存在するための Frobenius

可積分条件に他なり ません。 実際に path-orderingと解による定義の定式化と等価なの

はこの時に限り ます。

また CMの各点xにおける gauge場はLie代数 gl(N,C)に値を取るので、 この holon-

omyの値はGL(N,C)に値を取ると期待されます。

さて、 上記観察は、 次の主張 (実際に数学的に正しい)にまとめられます：

Fact : 非可換磁場がない場合の非可換Aharnov-Bohm効果

• Aが G-主束に付随する接続 (gauge場)である時、 WγZ
RQ

[A] ∈ G

• Aが Z̃上 flatの時、 WγZ
RQ

[A]はパスの homotopy類 [γZRQ]のみに依存する

24正則性は Frobeniusの定理と xの µ, λ̃に関する具体的な表示から保証されます。
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なお、 2つ目の主張から W は γ依存性を落として、 xの関数として定められます。 25

そして

GE
RQ(Z) := W[γZ

RQ
][A] (113)

と定めると 、 実際にこれはWQ上の自明化 ψ(xQZ)から WR上の自明化 ψ(xRZ)への写

像となっています。

Z̃

Q̃

R̃

xQZ

xRZ

WγZ
RQ

CM

Klein-Penrose-Ward

π

x̂QZ

Q

x̂RZ

R
Z

GE
RQ

P

CP1

Figure 5: WQから WRへの Z における変換関数の値は、 xQZ から xRZ への Z̃ に沿った

適当なパスの holonomyで与えられます。

なお、 パスの homotopy類は自明ですので、 パスの合成は一意に定まり 、 cocycle条

件は必ず満たされます。 また xQZ も xRZ も Zの正則関数であり 、 上記の構成から 、 こ

の変換関数は Z について正則であると言えます。

よって、 ASD接続Aが与えられた時に、 このよう にして正則ベクト ル束Eが定義

される事が分かり ました。

Remark

π(Q) = π(R)、 すなわち Qと Rが CP1上の同一ファイバーにある時、 WQ = WRでし

た。 しかしこの時、 GE
RQは一般に恒等元ではあり ません。 実はこれは自明化の取り 換

えに相当します。 というのも、 WQ = WR = WQ ∩WRであり 、 この共通の領域上で G

に値を取る関数が定義されています。

しかし今 cocycle条件が存在するので、 結局、 正則ベクト ル束のデータとしては、

CP1でパラメ ト ライズされるパッチ Wπ(Q)間の変換関数だけあれば十分です。 26

自明化条件

勘の良い方は、 お気づきかもしれませんが、 先に構成した変換関数はある特殊な性質を

実は満たします。
251価である事は一般に保証されませんが、 今 Z̃ は単連結なので 1価関数です。 すなわち Z̃ 上の基点

x∗ を固定し 、 基点から xへの Z̃ に沿ったパスを γZ
x とかく と 、 WγZ

x
[A] := WA,Z(x) と表せます。

26後の節で具体的に見るよう に、 もちろん実際はもっと少ないデータだけで決まり ます。
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Z̃

Q̃

R̃

xQZ

xRZ WγZ
RQ

CM

Klein-Penrose-Ward

π

x̂QZ

Q

x̂RZ

R
Z

GE
RQ

P

CP1

Figure 6: Qと Rが同一のファイバーに存在する時は、 ベクト ル束の局所自明化の取り

換えに相当します。

それは、 xQZ = xRZの場合、 GE
RQ(Z) = 1Gです。 上記条件が満たされるのはいつで

しょ うか？ これは 3つの α-planeQ̃、 R̃、 Z̃が 1点で交差する時に他なり ません。 よって

この交点を xQRZ とおく と 、 Q、 R、 Zは同一の射影直線 x̂QRZ上に存在します。 ただし

Q,R ∈ x̂QRZ\{Z} ≃ C に注意。

よって、 WQ ∩WR上で変換関数GE
RQは定数 1Gになるので、 これは射影直線 x̂QRZ

上に制限した時に、 自明束である事を意味しています。 またベースへの制限が正則同型

となるよう な任意の射影直線に対し 、 これが成立します。

Q̃

R̃

xRZ = xQZ

Z̃

WγZ
RQ

= IdG

CM

Klein-Penrose-Ward

π

x̂QZ = x̂RZ

Q

R Z

GE
RQ

P

CP1

Figure 7: 3つの α-planeが 1点で交差する場合、 対応する twistor空間上の 3点は、 P

の意味で一直線上に存在します。

まとめると 、 ASD接続から構成された正則ベクト ル束Eは、 CMの任意の点 xに対

して定まる P内の射影直線 x̂に制限すると 、 自明束となる、 という性質を満たします。

逆に言えば、 正則ベクト ル束から ASD接続Aを得用途する場合、 出発点となる正則ベ

クト ル束Eはこの性質を満たさなければなり ません。
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6.2 正則ベクト ル束から反自己双対接続・ gauge場へ

今度は逆の変換を考えてみましょ う 。 ただし先の構成を逆をたどるだけなので、 (技術

的詳細を無視すれば)ほぼ自明です。

gauge場を得る事は、 任意のパスの holonomyを知ることと同値です。 しかし時空上

の点 xでの節ベクト ルは、 null vectorのみで生成されるため (基底をなす)、 α-planeに

制限しても問題あり ません。 よって、 この α平面 Z̃ 上の 2点 x, y を選び、 xから yへ

の holonomyが分かれば良さそう です。 ただし xと y を決めた時に、 holonomyが一意

に定まるならば、 パスの homotopy類に依存しない事に注意してく ださい。 また x = y

の時、 Gの恒等元 1Gに一致するという付加条件も存在します。

さて、 x̂の Z以外の点Qと 、 ŷの Z以外の点Rを １ つ取ってきましょ う 。 この時、

GE
RQ(Z)が holonomyと同一視できる、 というのが先の構成からの帰結です。 しかし困っ

た事に、 Qと Rの選び方は一意ではなく 、 しかも GE
RQ(Z)の値はQ,Rの選択で変わっ

てしまいます。 Qや Rの選択は、 WQやWRにおける自明化の選択に他なり ませんでし

た。 これは複素時空側では、 どのよう に解釈されるのでしょ う か？

今、 Rを固定し 、 Qのみを動かす事を考えます。 すると 、 GE
RQ(Z)に右から Gを作

用させる自由度に対応します。 これは holonomyの言葉では、 x = xQZ に Gの自由度を

割り当てる事を意味します。 よって、 複素時空の各点で独立に adP の自明化を取り替え

るこの自由度は、 gauge変換に他なり ません。

よって、 gauge自由度を除いて、 Z̃ 上の holonomyが一意に定まる事が分かり まし

た。 27 これより 、

ARQ|Z̃ = W−1(x)dW (x) = (GE
RQ)

−1(Z)∂GE
RQ(Z) (114)

で gauge場・ 接続を定めると 、 これは Z̃上 flatなので、 instanton解あるいはASD接続

に他なり ません。

6.3 N = 1 case

気が向いたら書きます。

7 Atiyah-Wardによる正則ベクト ル束の構成

前節で見た一般論を、 具体的な話に落としてみます。

27射影直線に制限した際、 自明束であるという条件から 、 x = yの時、 holonomyが自明になる、 とい

う条件に一致します。
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7.1 A toy example with the Grothendieck-Birkhoff factoriza-

tion

ハイテンショ ンになったら書き上げます。

7.2 Atiyah-Ward Änsatz

この節では、 G = SL(2,C)の場合を考えます。 P上の点N,S として、 λ̃1̇ = 0、 λ̃2̇ = 0

をそれぞれ満たすファイバー上の点を取り ます。 この時、 Eは変換関数GE
NS を定めれ

ば一意に決まり ます。

さてこの変換関数について、 次の形を仮定しましょ う 。

GE
NS =

(
ζ φ(µ, λ̃)

0 ζ−1

)
. (115)

この時、 ベクト ルの第1成分、 第2成分にそれぞれ射影すると、 部分直線束OCP3(∓1)|P =

O(∓1)が得られます。 この２ つの 2つの直線束を用いて、 Eは短完全列

0→ O(−1)→ E → O(−1)→ 0 (116)

で特徴づけられます。 よって、

φ ∈ H1(P,O(−1)⊗O(1)∗) ≃ H1(P,O(−2)) (117)

とみなします。

さて、 射影直線 x̂に制限した時に自明束である事から 、 ある WN/S上それぞれ正則

な SL(2,C)値 FN/S が存在し 、

GE
NS = FNF

−1
S (118)

のよう に分解されます。 これを用いて、 WN、 WS上の正則切断をそれぞれ

A(N)
α := F−1

N ∂αFN A(S)
α := F−1

S ∂αFS (119)

と定めましょ う 。

一方で、 変換関数を µの反正則ベクト ル場 ∂αで微分してみます。 ∂ℵµβ = ∂ℵζ = 0

を思い出すと 、

0 = ∂αG
E
NS = FS

[
F−1
N ∂αFN − F−1

S ∂αFS

]
F−1
S (120)

すなわち

A(N)
α = A(S)

α (121)
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がWN ∩WS上で成り立ちます。 ここで ζ ∈ CP1上の関数だと見なし、 ∂αが ζ について

1次であった事を思い出すと 、 この貼り あわせた切断は ζ について 1次でなければなり

ません。 (Liouvilleの定理の拡張)

この条件は、 φ(µ, λ̃) = φ(x, λ̃)について制約を課し 、 ζ に関する定数部分を φ0 とか

く と 、 ψ(x) := exp(ψ0)と定義すると 、 波動方程式

∂α̇α∂
αα̇ψ = 0 (122)

が得られます。 この事は、 φ ∈ H1(P,O(−2))と Penrose変換によって対応する事が知

られています。

7.3 1-instanton解

さて、 波動方程式 (122)

4∑

i=1

(
∂

∂xi

)2

ψ = 0 (123)

の解が分かれば、 変換関数GE
NS の BG分解 (118)と α-plane上に射影した接続との関

係 (119)から 、 ADS方程式の解である ASD接続、 あるいは instanton解が得られるは

ずです。

k個の要素から成る添字集合でラベルされ、 その元を I で表すと 、 それぞれ 5個の

パラメータ xI = (xiI)i=1,2,3,4 ∈ K4 と ΛI ∈ K を持つとして、

ψ(x) =
k∑

I=1

ΛI

(xi − xiI)2
+ λ0 (124)

は k個の点 xI を除いた領域で (123)の解になっています。 overall factorは重要でない

ので、 (K = Rの時に)Λ0 = 1と置いたこの instanton解は’t Hooft解と呼ばれています。

ちなみに Λ0 = 0とおいた解は Jackiw-Nohl-Rebbi解と呼ばれる別の解になり ます。

これを用いて、 Aα を経由して、 ASD partの曲率 F を計算すると

Fzw̄ = f(r)

(
−z̄w −w2

z̄2 z̄w

)
Fz̄w = f(r)

(
−zw̄ −z2
w̄2 −zw̄

)
(125)

Fzz̄ = f(r)

(
1
2
(ww̄ − zz̄) −zw
−z̄w̄ −1

2
(ww̄ − zz̄)

)
Fww̄ = −Fzz̄ (126)

が得られます。 ただし r2 := (xi)− xi,A=1)(x
i− xiA) と f(r) :=

8Λ

r2(Λ + r2)
を導入しまし

た。 Λ = R2 とおく と 、 エネルギー密度は

−Tr [F ∧ ∗F ] = 48R4

(r2 +R2)4
(127)
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で与えられる事が分かり ます。 さらにこれを R4上で積分してみると 、
∫

R4

d4x(−Tr [F ∧ ∗F ]) = 8π2 (128)

となり 、 今は反自己双対解であるので、 instanton数が−1である事が確認できました。

7.4 コメント

時間がないので、 今回の話で関係しそうなキーワード を列挙しておきます。 興味がある

方は調べてみてく ださい。

instantonと関係するキーワード

• moduli空間と特異点、 非可換時空

• 超弦理論 (brane construction)との関係

• 4次元N = 2超対称ゲージ理論との関係

• Horrock-Barth構成

• Atiyah-Hitchin-Drinfeld-Manin構成

• 指数定理

• 可積分方程式の統一理論

twistorと関係するキーワード

• Penrose変換 (John変換、 Radon変換の複素幾何による一般化)

• 一般化 Penrose変換

• monopole解のセッ ト アップ

• gravitaional instanton

• twistor string

• Yang-Mills理論における散乱振幅

• 双対超共形対称性
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